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1 Introducao

A ideia deste semindrio é apresentar uma conexao entre a dindmica topoldgica e a dinamica linear. Para tal
iremos apresentar alguns resultados relacionados a funcoes continuas e espacos topolégicos, ao mesmo tempo
que iremos relacionar tais conceitos ao estudo de dlgebras de Banach, em particular para C*-algebras. Nosso
objetivo central é apresentar as interagoes entre dindmica topoldgica e linear utilizando do fato que C'(K), onde
K é um espaco compacto, possui a estrutura de C*-dlgebra. A principal referéncia para parte dindmica serd
[2], enquanto a principal referéncia para a parte “algébrica” serd [1].

2 Aspectos de dinamica topologica

A dinamica topoldgica tem como pilar o estudo de composicao de aplicagoes continuas em espagos topoldgicos,
no nosso caso em geral espacos compactos Hausdorff. Em geral, se X é um espago topoldgico e p : X — X
é uma aplicagdo continua, dizemos que (X; ) é um sistema dindmico topoldégico. Iremos definir o espago das
fungoes continuas

Definigao 1. Seja K um espago topoldgico compacto, entao
CK)={f:K —C: f ¢ continua}.
Em particular, C(K) é um espago de Banach complexo munido com a norma

[flloc = sup | f(2)] < oo,
reK

e cada fungdo em C(K) é limitada. O espago das fungbes continuas em espago compacto é o nosso prot6tipo
de algebra de Banach (mais detalhes a seguir!) e isso nos dé espago de enunciar um resultado bastante geral da
teoria que usaremos ao decorrer dessa apresentagao

Teorema 1 (Teorema de Stone-Weierstrass). Seja A C C(K) uma subdlgebra invariante por conjuga¢do que
contém as constantes e separa pontos de K. Entao A é densa em C(K).

Aqui vamos explicar o significado das nossas hipdteses, a condigdo de subdlgebra significa apenas que A é
fechada por multiplicacéo, isto é, se f,g € A = fg € A. A invariancia por conjugacao é significa simplesmente
que se f € A entdo f € A. Finalmente, dizer que A separa pontos de K é dizer que se z # y em K, entdo existe
f € Atal que f(x) # f(y). Nao iremos fornecer aqui uma demonstragido, mas hd uma demonstracao precisa
em [1, Theorem 2.40].

Agora, vamos fazer um pequeno detour da teoria apenas para dar um resultado geral da relagao entre o
espago topoldgico e seu espago de fungoes continuas

Lema 1. Todo espago métrico compacto € separdvel.

Proof. Para m € N fixado, bolas da forma B(z,1/m) para todo « € K cobrem K, da compacidade de K, existe
F,, C K tal que
K C UIEFmB(x7 1/m)a

dai segue que F' = U,enFy, € contével e denso em K O
e em particular, temos que

Teorema 2. Seja K um espacgo topoldgico compacto. Entio K € metrizdvel se e somente se C(K) € separdvel.



Proof. Suponha que C(K) é separédvel, entao existe (f,)neny uma sequéncia densa em C(K). Definimos entao
o:K—Q:=][[C @)= (ful@))nen,
neN

onde () estd munido com a topologia produto. Da hipdtese de densidade e do Lema de Urysohn, segue que ® é
continua e injetiva. Daf temos que K =g ®(K) e entdo K é metrizdvel pois Q o é.

Reciprocamente, seja d : K x K — R, a métrica da topologia em K. Do lema, existe A C K denso e
contavel, entao iremos considerar o conjunto enumeravel

D={feC(K): f=]] dt y),yeAu{1}.
finito

Em particular, span(D) é uma subdlgebra invariante por conjugagio de C'(K) que contém as constantes e
separa pontos de K, entao pelo Teorema de Stone-Weierstrass temos que span(D) é denso em C(K), logo C(K)
é separavel. O

Voltando para a teoria, podemos recuperar o espaco K a partir de C(K), para tal iremos associar
r€K 4, € C(K),
onde d, é o funcional de Dirac (ou avaliagdo) em K, isto é,
0z : C(K) = C, 0(f) = f(a).

Algumas das propriedades desse funcional é de §, € C(K)' e que ||d,|| = 1. Como C(K) separa pontos de K
temos que a aplicagao
§: K= C(K), x4,

é injetiva. Para nds, serd interessante munir C'(K)’ com a topologia fraca*®, pois daf § é uma aplicagao continua
e como a topologia fraca* é Hausdorff, temos que ¢ é um homeomorfismo com sua imagem e portanto segue que

K> {6,:2€ K} CC(K).

Agora, para distinguir os funcionais de Dirac em C(K)’ devemos estudar a estrutura de C'(K) como &lgebra
de Banach.

3 Algebras de Banach

Aqui veremos a parte mais densa da apresentacao de hoje, a menos de alguns resultados, tentaremos fornecer
o maximo de demonstracoes possiveis e para fins de simplicidade, iremos apenas considerar algebras de Banach
complexas.

Definigao 2. Uma C-dlgebra A é um C-espago vetorial com uma operagdo de multiplica¢ao bem-definida, isto

€, existe
AxA—= A (z,y)—zy

e uma unidade, isto é, existe um elemento “e” tal que ea = ae = a para todo a € A.

Dizemos que A é nao-degenerada se A # {0}, ou seja, e # 0 e dizemos que ela é comutativa se xy = yx para
todo z,y € A. Em particular, se A é um espaco de Banach com a propriedade de que

eyl < llzllllyll, Va,yeA

entdo A é dita uma &lgebra de Banach. Desta defini¢do segue que a multiplicagdo é continua e que se e # 0,
entdo ||e]| > 1 (em particular podemos tomar ||e|| = 1). Dizemos também que x € A é invertivel se existir y € A
tal que 2y = yz = e e neste caso denotamos ! = y. A partir daqui, iremos sempre supor que todas as nossas
algebras sao comutativas, a menos de mencao do contrario.

Definigao 3. Sejam A, B dlgebras de Banach e seja T € B(A, B) uma transformacao linear. Dizemos que T
é multiplicativa se T(xy) = T(x)T(y) para todo x,y € A.

Se T(ea) = T(ep) dizemos que T é um morfismo de &dlgebras. Agora, podemos dar uma nogao bastante
recorrente de dlgebras, em particular de anéis, para nossas dlgebras de Banach, os ideais.

Definigao 4. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade e. Definimos um ideal I de A como um subespago
de A tal que sex € I ey € A, entao xy € 1.



Por construgao, o fecho de um ideal é um ideal j& que a multiplicacdo é continua. Agora, todas as operacoes
com ideais que conhecemos de anéis comutativos continuam validas! Com isso, vamos definir o que é uma
involugao em uma algebra de Banach que serd crucial na defini¢do de C*-algebra.

Definigao 5. Seja A uma dlgebra de Banach, definimos uma involugdo x como a aplicagdo x +— =* com as
sequintes propriedades:

1. (z%)* =z
2. (x+y) =z +y%
3. (Az)* = ¥,
4. (zy)" =y a”.
Para todo z,y € A e A € C.
Em particular, temos que
¢ = e*e = (e*e)™ = (e*e™)* = (e*e)* = (¢*)* = e.

Dizemos que T' € B(A, B) um morfismo multiplicativo de dlgebras de Banach com involugdes é um morfismo*

T(x*)=(T(x))", VaxeA

Definicao 6. Seja A uma dlgebra de Banach com uma involugdo. Dizemos que A € uma C*-dlgebra se
lz]* = llz"z]|, VzeA
Em particular, se A é uma C*-algebra entao
[zl < llz"[l e lz"]] < [lz]l = {7l = [l=]] V2 € A,

ou seja, a involugdo é uma isometria. Agora, o nosso interesse é o seguinte: C(K) é uma C*-dlgebra, pois é
facil ver da definicao de supremo que
1/ 9lloe < [fllcollgllo

e que ||fflloo = |If||% para todo f,g € C(K) e com a constante 1 sendo a nossa unidade. Os ideais de C(K)
tem uma forma bastante interessante, seja F' C K um fechado e entao definimos

Ir={feC(K): f=0em F}
em particular I é fechado.
Teorema 3. Se I C C(K) € um ideal fechado, entao existe F' C K fechado tal que I = Ip.
Proof. Defina F={z € K: f(z) =0V f € I} e portanto temos que
F= (Ve ek f(z) =0},
fel

e segue que F' ¢é fechado e temos que I C Ip. Tome f € Ip, e > 0 e defina F, = {z € K : |f(x)] > ¢}. Em
particular, é facil ver que F. é um subconjunto fechado de K \ F e portanto é compacto.

Para cada z € F_, existe f, € I tal que f,(z) # 0, entdo podemos assumir sem perda de generalidade que
fr > 0e fo(x) > 1 (se necessério for, multiplique f, por f, junto de uma constante positiva!). Dai obtemos que
uma cobertura (A, = {y € K : f,(y) > 1})ser. para F. e da compacidade de F;, existem f,,..., fz, fungdes
positivas tais que

F.CA,,U---UA, .

Entao tomaremos g = fy, + -+ fz, € I, logo g > 0 e temos que
{reK:|f(@)]2e) C{reK:ga)>1}.
nf

Assim, defina g, := g € I e entao segue que
g

1+n
| f] Il f1l oo
_fl = <
lgn — f| 1+ng_max E’l—&—n ,

pois g > 1l em F; e |f| < e em K\ F.. Portanto, para n suficientemente grande ||g,, — f|lc < € para todo € > 0,

entdo felel=1Ip. O



Lema 2. Um ideal I de C(K) é mazimal se e somente se I = I, para algum v € K.

Proof. Suponha por absurdo que I, ndo é maximal, ou seja, existe ideal J de C(K) tal que I, C J, ou ainda,

existe f € J tal que f(z) # 0. Dali, definimos g = f(z) — f € I, com f € J e portanto f(z) =g+ f € Je
portanto 1 € J e entao J = C(K).

Reciprocamente, suponha que I é um ideal maximal. E suficiente mostrar que I é fechado. Como I é um
ideal, temos a seguinte dicotomia: Ou I = I ou I = C(K). Suponha por absurdo que I = C(K), entdo existe
feltalque |1 —f|loo <1,logo f=1—(1-f)néo se anula em K, portanto 1/f € C(K) e entdo 1 = f«% el
e I = C(K), uma contradi¢ao!

O

Em particular, note que I, = ker(d,), onde ¢, é o funcional de Dirac, que é um funcional linear multiplicativo
com 6, (1) = 1, entdo em particular J, é um morfismo de dlgebras.

Lema 3. Um funcional linear nao-nulo v : C(K) — C é multiplicativo se e somente se 1p = 0, para algum
ze K.

Proof. Suponha que 1 # 0, entédo existe h € C(K) tal que (h) = 1 e temos que

(
L=9(h) = 91)p(h) = ¢(1),

logo ¢ é um morfismo de dlgebras e I = ker(¢) é um ideal préprio. Do Teorema do Isomorfismo, segue que I é
em particular um ideal maximal, portanto do Lema 2 existe z € K tal que I = I, = ker(d,,). Entao, para todo
f € C(K) temos

f=v(f)1 € ker(6z),

e daf obtemos que f(z) — ¢¥(f) = 0, entdo ¢ = J,. O
Dai concluimos que M(C(K)), o conjunto dos funcionais lineares multiplicativos de C(K), via a aplicagdo §
0: K - M(C(K)), z— 6y,

é um homeomorfo a K se M(C(K)) estd munido da topologia fraca*.

4 Operadores de composicao

Agora vamos voltar para alguns conceitos de espagos topoldgicos para motivar nos operadores de composigao.

Definicao 7. Dados espacos compactos K, L e ¢ : L — K uma aplicagdo, definimos o operador de composi¢ao

Cof = foep.
Note que podemos relacionar a continuidade da aplicacao ¢ com o nosso operador C,

Lema 4. Seja K um espaco compacto, €2 espago topoldgico qualquer e ¢ : Q@ — K wmas aplicagao. Entdao ¢
é continua se e somente se f o é continua para toda f € C(K). Em particular, ¢ : L — K € continua se e

somente se C,(C(K)) C C(L).

Proof. Suponha que f o € C(Q) para toda f € C(K). Dai temos que o conjunto

e ({ze K |f(2)>0}) ={y € Q:[(for)(y)| >0}

é aberto em ) para toda f € C'(K). Para mostrar que ¢ é continua, é suficiente mostrar que (4y = {z € K :
|f(z)] > 0})fec(k) é uma base para a topologia de K.

Seja U C K aberto e x € U, entdo do Lema de Urysohn existe f € C(K) tal que 0 < f <1 com f(z)=1e
f=0em K\U. Portanto z € {z € K : |f(z)| >0} CU. O

Teorema 4. Seja T : C(K) — C(L) uma transformagdo linear. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) T € um morfismo de dlgebras;

(i1) T = Cy, para uma unica aplica¢do continua ¢ : L — K e ||T|| = 1.



Proof. Para a unicidade, se C, = Cy mas existe € L tal que y1 = p(x) # ¢ (x) = y2, entdo existe f € C(K)
tal que

) # fy2) = (Cof)(x) # (Cyf)(@),

ou seja, Cy, f # Cy f, uma contradicao, logo ¢ = v. Em particular, temos que

1Cell = sup [[foplle =1.

Il flloo<s
Nos resta mostrar que (i) = (ii). Tome y € L, entdo
T:6,0T:C(K)—C, f— (Tf)(y),

é um morfismo de élgebras. Entao existe z € K tal que T = 4, e defina ¢ : L — K por ¢(y) = z, logo T = do(y)-
Assim, (T'f)(y) = f(e(y)) para todo y € L, ou ainda, T'f = f o ¢ para todo f € C(K). Portanto f op € C(L)
para todo f € C(K) e assim, ¢ é continua pelo Lema 4. O

Observagao. Se K = L, do Teorema /4 seque que nenhuma informacao € perdida se estudarmos o comporta-
mento de Cy, ao invés de o, ou seja, temos uma equivaléncia

Dinamica topoldgica em K <— Dindamica linear em C(K)
Lema 5. Seja ¢ : L — K uma aplicagdo continua e C, : C(K) — C(L). Entdo
(i) ¢ € sobrejetora se e somente se C, € injetivo. Em particular, C, é uma isometria.
(i1) @ € injetora se e somente se C, € sobrejetivo.

Proof. Suponha que ¢ é sobrejetora. Se Cy,f = f o ¢ = 0 entdo segue que f(x) = 0 para todo z € K, logo C,,
é injetivo. Reciprocamente, se ¢ ndo é sobrejetora, entdo existe z € K \ ¢(L). Do Lema de Urysohn, existe
feC(K) tal que f(z) =1e f|,1)=0, logo C,f = f o =0, portanto C, nao é injetivo.

Agora, supondo que ¢ nao é injetora, existem y; # y2 € L tal que ¢(y1) = ¢(y2) = z. Entéo para qualquer
f e C(L) com f(y1) # f(y2) nao pode pertencer a imagem de C,,. Entao C, nao é sobrejetivo. Reciprocamente,
se ¢ é injetora, segue que ¢ : L — L = (L) C K é um homeomorfismo. Assim, dado qualquer f € C(L),
definimos g : f o' € C(L). Do Teorema de Tietze, existe G € C(K) tal que G |; = g. Portanto,

CoG=Gop=gop=].
O

Corolario 1. Dois espagos compactos K e L sao homeomorfos se e somente se C(K) e C(L) isomorfos como
dlgebras.

Voltemos a nossa discussao topolégica e ver como podemos enxergar resultados no contexto topolégico, agora
com visao da dinamica linear

Lema 6. Seja (K;¢) um sistema topoldgico com C, operador de composicdo e A C K subconjunto fechado.
Entao A é p-invariante se e somente se o ideal 14 ¢ C,-invariante.

Proof. Suponha que A é p-invariante e f € I4. Entao temos que

(Cof)(x) = f(p(x)) =0, V2 € A.

Entéo temos que C,f € I4. Reciprocamente, se * ¢ A entao existe f € I4 tal que f(z) # 0 pelo Lema de
Urysohn. Porém, C,,f = f o ¢ € 14, que implica que = ¢ p(A), ou seja, p(A) C A. O

Corolério 2. (K;p) € minimal se e somente se nenhum ideal fechado nao trivial é C,-invariante.

Agora iremos definir o espago fixo de Cy,, na pratica é apenas os elementos fixados pelo operador, em
particular, autovetores com autovalor 1 e o denotamos da seguinte maneira

Fix(C,) ={f € C(K) : C,f = f}.
E agora podemos apresentar o seguinte resultado

Lema 7. Se (K;p) € topologicamente transitivo entao Fix(Cy) tem dimensdo 1.



Proof. Se x € K e f € Fix(C,,), entao
f(@™(@)) = (Cof)(@) = f(x)¥n = 0.

Assim f é constante em Orb, (z) para todo z € K. Da hipétese, se alguma Orb. (z) é densa em K, entéo toda
funcado f € Fix(C,) é constante, ou seja, Fix(C,) tem dimensao 1. O

Contudo, a recfproca do resultado acima é falsa. Considere K = [0,1], p(x) = 22 para todo = € K. E facil
ver que
©" = X1y
Assim (K ¢) nao é topologicamente transitivo. Porém, se f € Fix(C,) temos que f(z?) = f(z) para todo
x € [0,1]. Em particular, f(2?") = f(x) para n > 1 se e somente se f é constante, ou seja, a reciproca ¢ falsa!
Para um possivel préximo seminario, podemos discutir como essas nogoes se juntam a teoria de Gelfand,
um dos resultados mais profundos da teoria de algebras de Banach, em particular de C*-algebras.
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