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Dinamica linear e hiperciclicidade

Contexto geral dessa apresentagao:
> X é um espago de Banach ou Fréchet separéavel
» T :X — X é uma transformacao linear continua (= operador)

» L(X) = conjunto desses operadores

A érbita de um vetor x € X é o conjunto Orb(z,T) := {T"x : n > 0}.
Se x tem orbita dense, dizemos que = é hiperciclico para T. Neste
caso dizemos que T' é um operador hiperciclico.

Notagao: HC(T) = {x € X : z é hiperciclico para T'}
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Transitividade topologica

Defini¢ao: T é dito topologicamente transitivo quando satisfaz:
para todos U,V C X abertos nao-vazios, podemos encontrar u € U e
N € N tais que TVu € V.

Teorema (da transitividade de Birkhoff)

T ¢ topologicamente transitivo se, e somente se, € hiperciclico. Em
caso afirmativo, HC(T) € um conjunto comagro.

Prova.

Vamos provar a ida. Seja (Vi) uma base de abertos para a topologia
de X. Para cada k € N, defina

G(k) = {u € X : 3N € N tal que T"Vu € V;}.

Segue da continuidade de T' que cada G(k) é aberto. Além disso, pela
hipétese, cada G(k) é denso. Com efeito, dado U C X aberto
qualquer, aplique a hipétese ao par U, V. para encontrar u € U e

N € N tal que TNu € V. Por definicdo, segue que u € G(k). Logo,
G(k)NU # @, donde G(k) é denso.
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Transitividade topologica

Agora, aplicando o Teorema de Baire a familia de abertos densos
(G(k))k, segue que o conjunto

G = ﬁ G(k)
k=1

é comagro. Finalmente, para u € G qualquer, vejamos que

u € HC(T). Mostraremos que orb(z,T) é densa em X. Dado V C X

um aberto arbitrario, existe k € N tal que V,, € V. Como

u € G C G(k), segue que existe N € N tal que TNwu € Vj, C V, isto é,

orb(z,T) NV # &, donde orb(z,T') é densa. O
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Lineabillidade, Espacabilidade e algebrabilidade

Motivacao : Procura por estruturas lineares em um ambiente
essencialmente nao-linear.

» “Conjectura” de Ampere (1806) sobre C°([0, 1], R).

» Monstro de Weierstrass (1872):
W(z) =Y aFcos(tirz), on a€]0,1[, b€ 2Z+1, ab> 1+ %,
k=0

» Banach (1931): “o subconjunto de C°([0,1],R) das fungdes
derivaveis em algum ponto é magro”.

» V. L Gurariy (1991): existe um subespago X C C%([0, 1], R) tal
que dim X = 400 e toda f € X\{0} néo é derivavel em ponto
algum.

» V. Fonf, V. I. Gurariy, V. Kadec (1999): podemos encontrar um
tal espago fechado.

» F. Bayart, L. Quarta (2007): existe uma dlgebra infinitamente
gerada de fungoes nao derivaveis em ponto algum.
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Lineabillidade, Espacabilidade e algebrabilidade

Lineabilidade / Espagcabilidade : R. M. Aron, V. I. Gurariy, J. B.
Seoane-Sepilveda (2005).

Algebrabilidade : R. M. Aron, D. Pérez-Garcia, and J. B.
Seoane-Sepiilveda (2006).

Um subconjunto L de um espacgo vetorial X é:

» linedvel quando L U {0} contém um subespaco de dimensao
infinita;

> espagavel quando L U {0} contém um subespago fechado de
dimenséo infinita (def. vdlida quando X é um evt);

» algebravel quando L U {0} contém uma algebra ndo-finitamente
gerada (def. valida quando X é uma dlgebra topoldgica).
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Subespacos hiperciclicos

O que dizer de L = HC(T') quando T é hiperciclico?

Teorema (de Herrero-Bourdon)
Sex € HC(T), entao {P(T)x : P polinémio} é um subespaco denso
de pontos de HC(T) U {0}.

Em particular, se T' é hiperciclico, entdo HC(T') é denso-linedvel.

Em Dinamica Linear, o conceito de espagabilidade para L = HC(T)
dé origem a nocgao de subespacgo hiperciclico.
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Algebras hiperciclicas

Daqui por diante, suponhamos que X também tenha a estrutura de
algebra topolégica. A nogao de algebra hiperciclica vem de uma
formulacao mais modesta: é qualquer sub-dlgebra de X contida em
HC(T) U {0} (pouco importa o nimero de geradores).

Notagao: dado u € X, o conjunto
A(u) = {P(u) : P € C[X],P(0) =0}
é denominado sub-algebra gerada por u.

Primeiros resultados:

» Aron, Conejero, Peris e Seoane-Sepulveda (2007): nenhuma
translacdo 7, : f(-) = f(- + a) sobre H(C) admite uma &lgebra
hiperciclica.

» Bayart e Matheron (2009), Shkarin (2010): D : f +— f’ sobre
H(C) admite uma &lgebra hiperciclica.
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O método de Bayart e Matheron

Critério A (Bayart, FCJ, Papathanasiou (2021))

Suponha que, para todos mg < mj em N e todos U, V,; W C X abertos
nao-vazios, com 0 € W, podemos escolher m € [mg, m1] e encontrar
u €U e N €N tais que

TN (um) eV
TN (u™) € W, for n = [mg, mi]\{m}.

Entao existe um subconjunto comagro G C X tal que cada u € G gera
uma algebra hiperciclica para T.
U Vv

mg umg+1 um uml—l um1
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O método de Bayart e Matheron: caso particular

Critério B (Bayart, FCJ, Papathanasiou (2021))

Suponha que, para todos mg < mj em N e todos U, V,; W C X abertos
nao-vazios, com 0 € W, podemos encontrar v € U e N € N tais que

(B) TN (umo) e V
TN(um) e W, forne€{mg+1,...,mi}.

Entao existe um subconjunto comagro G C X tal que cada u € G gera
uma &algebra hiperciclica para T.

U 4
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Prova.
Seja (Vi) uma base de abertos para a topologia de X. Para todos
mg, m1, s,k € N, com my < my, definimos os conjuntos

mo<m<my

E(mq,my,s) = { > P(k)z* € Clz]: P(mg) =1, max |P(m)| < s},
k=mg

G(mo,my,s,k) = {u € X :YP € E(mg,my,s),3IN > 1, TV P(u) € V4 }.

Entao cada G(mg, m1, s, k) é aberto pela continuidade das aplicagdes
(u, P) + TN P(u). Mostremos que cada G(mg,my,s, k) é denso. Seja
U C X um aberto nao-vazio qualquer. Fixemos V C V}, aberto nao
vazio e W uma, bola' aberta centrada na origem e de raio
suficientemente pequeno de modo que

VA4+sWH+---+sW CV.
—_——

mi—mo vezes

Aplicamos a hipétese com mg, my, U, V,W e obtemos u € U e N € N
tais que vale (E). Vamos verificar que u € G(mg, m1, s, k).

INum contexto geral: uma vizinhanga balanceada (bem pequena) da origem.
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Seja P € E(mg,m1,s). Temos

TNP(u) = TN (P(mo) u™ + -+ P(my)u™)
=1

_ N, mg » N, mo+1 N N, my
=T +P(mo+ 1)T" u +--+P(m) T u

ev ew ew
— TVP(u) € Vi
= u € G(mg,my, s, k)
= G(mo,m1,8,k)NU # @

Portanto, G(mg, m1, s, k) é denso. Aplicando o Teorema de Baire,
concluimos que
G= m G(m07m1383 k)
mo<mi,
s,k €N
é comagro. Finalmente, mostraremos que, para qualquer u € G, a
subdlgebra gerada A(u) satisfaz A(u) C HC(T) U {0}.
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Seja P(u) um elemento qualquer de A(u), onde P € K]z] satisfaz
P(0) =0. Dado U C X aberto néo-vazio arbitrario, queremos mostrar
que orb(P(u), T) NU # &. Podemos escrever

P(z2) = P(mg)u™° 4 - - - 4+ P(mq)u™

para certos mo, m1 € N, com mg < my e I:’(mo) # 0. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que P(mg) = 1. Fixemos s € N tal que
sup  |P(m)| < s. Finalmente, seja k € N tal que V}, C U. Como

mo<m<my
u € G C G(mg, mq, s, k), segue da definigdo que existe N € N tal que
TN P(u) € U, o que completa a prova. O
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Aplicacao 1 - Operadores de Rolewicz

Considere a &lgebra de Banach (co, || - ||oo, *), onde
> = N N 1 =
Co {(xn)n eC nh_>1r010 Ty O}

> [l[(zn)loo := sup |zn]
ne

> (xn)n * (yn)n = (xnyn)n
Notagdes: z'/" denota a raiz n-ésima principal de z € C;

u = ("), Vr € Q,Vu = (2,)n € co.
Teorema (Bayart, FCJ, Papathanasiou (2021))

Seja T = AB o operador de Rolewicz, onde A€ N e B :¢cy —cg € 0
shift para trdas B(x1,za,...) = (x2,23,...). Entdo T admite uma
dlgebra hiperciclica se, e somente se, |\| > 1.
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Prova.
Sejam mg < my; em Ne U, V,IW C X abertos nao vazios, com 0 € W.
Tomemos = € U Ncyy e y € V N cyo, digamos

$:($1,$2,...7.'I}NO,O,..-) € y:(ylay27"'7yNoaO7"')
para algum Ny € N. Para N > Nj suficientemente grande, definimos

u=u(N)=z+ FNyt/mo

A\N/mo

= (21,22, .., TNy, 0,...) + (0, 2., 0,517y, 0, L),

)\N/m
onde F' : ¢y — ¢o é o shift para frente F(x1,x2,...) = (0,21, 2z2,...).
Entao

1

N—+oo
T 1 e = D R

lu — 2l =

Portanto, temos v € U para todo N é suficientemente grande.
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Agora, se mg < m < my, temos

m

1 m_ _m_

m __ m m m N mq mQ

u —(l‘l,I’Q,...,LENU,O,...)+W(O,...,O,yl ,...,yNO,O,...).
mQ

€ ker(BY)

No caso m = my,

1
w0 — (x;”o7x£n07,..,xrﬁg,07...)+)\—N(07.N.70,y1,...,yNU,O7...)
1
— TNy™ = AB)Nu™ = )\NBN/\—N(O,.N.,O,yl,...7yN0,0,...) =yeV.
Por fim, para m € {mg+1,...,m1}, como mo > 1, temos
1 e o
TNy™ = ANBNAJ\,ir,%O((),.J.V.,o,y1 O uN,0,.)
1 m m
= 7(3130,...,@,;;,0,...) M}O,
AN G 1)

donde teremos TN u™ € W para todo N suficientemente grande. O
resultado segue do Critério B. O
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Aplicacao 2 - Operadores de convolucao

Vejamos algumas definigoes.
> Espaco das fungoes inteiras: H(C) = {f : C — C: f holomorfa}
» H(C) é um espago de Fréchet com a sequéncia de seminormas
(Il [In)n dada por [[flln = sup <, [f(2)]-
» H(C) é uma &lgebra de Fréchet com o produto
«: H(C) x H(C) — H(C) dado por f*g:z— f(x)g(x).
Se ¢ € H(C) é de tipo exponencial (i.e. |¢p(z)| < AePl?| para certas
constantes A, B > 0), pode-se definir o operador ¢(D), composigao de
¢ com D : f— f'. Um operador da forma ¢(D) é denominado
operadores de convolucao induzido por ¢.
Proposicao

Se ¢(z) = ae® para certas constantes a,b € C, entdao ¢(D) = ary.

Corolério
Se ¢ € maltipla de uma exponencial, entao ¢(D) nao admite dlgebra
hiperciclica.
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Breve

v

historico

Aron et al. (2007) perguntam: D tem &lgebra hiperciclica?
Bayart & Matheron (2009) e Shkarin (2010) respondem: bien str.
Bes, Conejero, Papathanasiou (2017): P(D) também, se
P(0)=0.
Bes, Conejero, Papathanasiou (2018):

» P(D) também, se |[P(0)]| < 1

> cos(D) também, e alguns ¢(D) com |¢(0)| < 1.
Bayart (2019):

> todo ¢(D) com |p(0)] < 1

> varios ¢(D) com |¢(0)| = 1.
Bayart, FC, Papathanasiou (2021): algumas ¢(D) com |¢(0)| > 1

17 /27



Bayart descobriu um dos pontos chaves

Lema (Bayart (2019))

Suponha que ¢ € H(C) ndo seja miltipla de uma exponencial. Seja
wg € C tal que ¢(wo) # 0. Entao, para todo § > 0, existem

wy, we € B(wy,d), com wy # wa, tais que t — log |(tw1 +(1- t)w2| é
estritamente convexa.
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Alguns fatos uteis sobre o espectro dos operadores de convolugéao.
» Para cada A € C, definimos E(\) : C — C por E(\)(2) = e**.
» Temos FE(\) € H(C) para todo A € C.

» Se A C C possui um ponto de acumulagao, entao o subespago
span{E(X) : A € A} é denso em H(C).

> Se T = ¢(D), entdo, para todo A € C, vale TE(X) = ¢(A)E(A).

» Para todos A, p € C, vale E(A+ p) = E(N)E(u).

Com isso podemos provar o seguinte.

Teorema (Bayart, FC, Papathanasiou (2021))

Seja ¢ uma fungao inteira de tipo exponencial que ndo é mailtipla de
uma exponencial, e satisfazendo o sequinte: para todos mg < myq,
existem a,b € C tais que |¢p(mob)| > 1 e |¢p(db+ (m — d)a)| < 1 para
todo m € {myg,...,m1} ed € {0,1,...,m} com (m,d) # (mg,mg).
Entao T = ¢(D) admite uma dlgebra hiperciclica.
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Na prova do Teorema acima, utilizaremos as notagoes abaixo.
> I, ={1,...,p}
> jellj=(j, . ja)
> a5 = aj, - aj,

» Convencao: se d =0, entao aj = 1.
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Prova

Aplicaremos o Critério B. Sejam U, V, W C X abertos nao vazios, com
0 € W, e sejam my < my em N. Pela hipétese, existem a,b € C tais
que valem as desigualdades. Sejam wy = mgb e § > 0 pequeno o

suficiente de modo que

(1) |¢] > 1 em B(wy,d)

(2) Para todos n € {myg,...,mi1} ede€{0,1,...,m}, com
(m,d) # (mg, mg), e para todos Ay, ..., \g € B(wp, ) e

Y1, Ym—d € B(a,0), vale
A4+ A
‘¢(1d+m+-~-+%_d)‘ <1
mo

A condigao (2) é possivel porque

A4+ A

+y+ -t Ymea =db+ (m —d)a + z,
mo

onde z é uma pequena perturbacdo controlada por §.
Como ¢(wp) # 0, o lema nos dd wy # wy € B(wop, J) tais que
(3) t+ log|o(twy + (1 — t)ws)| é estritamente convexa.

21/27



Agora, como B(a,d) e [wy,ws] tém pontos de acumulagao, sabemos
que span{E(v) : v € B(a,d)} e span{E(\) : X € [wy, ws]} sdo densos
em H(C). Assim, existem aq,...,ap,b1,...,b, € C,
Vs Yp € B(a,0) € A1, ..., Ap € [wy, we] tais que

P q
dwEm)eU e Y bE()\)eEV.
=1 j=1

Para N € N bem grande e j € {1,...,q}, seja ¢; := ¢;(IN) dado por

1/m
b; 0

C; =

Note que, de (1), temos ¢; = ¢;(N) — 0 quando N — +o0. Definindo

u:=u(N) = éalE(’n) +ji10jE(:r\i)>a

teremos que u € U para todo N suficientemente grande.
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Nosso objetivo é mostrar que, para todo N é suficientemente grande,
u = u(N) satisfaz

TNymo €V,
TNu™ € W, param € {mo+1,...,m1}.

Entao precisamos estudar as poténcias de u. A férmula multinomial
nos da

i N
Z Z lJ’dmalCJE<%1+-.-+’WM—d+W).
d=01erm— o

. d
Jely
Aplicando TV a u™, usando linearidade e autovetores/autovalores,

vemos que é preciso estudar o comportamento, com N — +oo, dos
termos

Cj(N)[QS(%lJr...Jr%ndJrW)} ) (%)
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Para m # my, usando (2) e ¢; — 0, segue que (*) — 0 quando

N — +o0. Logo, teremos TV (u™) € W para m € {mg+1,...,m;} se
N ¢é suficientemente grande.

Resta estudarmos o caso m = mg. Temos

mo—l
u™ = Z Z a(l’j’ d, mo)alch(711 +e Vng—a +
d=0 1erro—¢
jerg

i+ Ay
mo

=:v1

Ay o A
+ Z a(j,mo)ch<M)

Jg—— mo
JEIS°\Dqy

=: vy
a
+ ZCTOE()‘j) =: vy + vg + v3,

Jj=1

=:1v3
onde D, é a diagonal de I}", isto ¢, o conjunto das m-uplas (j, ..., j)
com 1< 5 <gq.
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Pelo mesmo argumento anterior, temos 7% (v1) — 0 quando N — oo.
Mais ainda, como t € [0, 1] — log|¢(tws + (1 — t)wz)| é estritamente
convexa, temos

1/m.

m

Y RS
‘(b(M) ’< BN )™ b(Ag,)

Dai, concluimos que

)\/,1 _;,_..._|_)\,m
| (N)] - '¢ %

‘ bl/m N

j (At A
GO 60, IV ‘¢ m )

Xjy e+ A N
:’b.l/m|- ’d)( n ’ —+0 as N — oo,
! [ )™ |d (A, ) [H/m

<1

o que mostra que TV (vy) — 0 quando N — oco.
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Finalmente, pela defini¢ao de ¢;, j =1, ..., ¢, temos
q
TNvs => bE(\) €V
j=1

para todo N € N. Isto completa a prova. |

Corolério

Seja ¢ € H(C) de tipo exponencial que ndo seja miltipla de uma
exponencial. Suponha que |$(0)| > 1 e que exista w € C tal que
|o(tw)| — 0 quando t — 4+00. Entdo ¢(D) admite uma dlgebra
hiperciclica.

Exemplo
Seja P € C|z] nao-constante tal que |P(0)] > 1. Se ¢(z) = P(z)e?,
entdao ¢(D) admite uma &lgebra hiperciclica.
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Problema

Se P(z) =2+ z, entdo P(0) = 2 > 0 mas nao existe direcio w € C tal

que P(tw) 1270 0. E agora José???

Perspectivas

» Aplicacdo em outros contextos
(Ty : LP(X) — LP(X) par example?)
» Generalizagdo dos contextos atuais

» Mudanca de perspectiva/técnica
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